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VALUATIONS, INTERSECTIONS ET FONCTIONS DE
BELYI
RA˘ZVAN LIT¸CANU
Re´sume´. We present in this article several possibilities to approach
the height of an algebraic curve defined over a number field : as an
intersection number via the Arakelov theory, as a limit point of the
heights of its algebraic points and, finally, using the minimal degree
of Belyi functions.
0. Introduction
Le but de ces notes est de pre´senter diffe´rentes possibilite´s d’approcher la
notion de hauteur d’une courbe alge´brique de´finie sur un corps de nombres.
Dans la premie`re partie on rappelle la de´finition de la hauteur de Weil
d’un point d’une varie´te´ projective, ainsi que la hauteur de Ne´ron-Tate
de´finie sur une varie´te´ abe´lienne.
Nous pre´sentons ensuite le point de vue d’Arakelov, la hauteur e´tant
de´finie comme le degre´ d’Arakelov d’un faisceau inversible hermitien res-
treint au diviseur horizontal induit par le point. Quelques rappels de the´orie
de l’intersection sur les varie´te´s arithme´tiques permettent d’e´tendre cette
notion aux sous-varie´te´s de dimension arbitraire d’une varie´te´ de´finie sur
un corps de nombres. Dans le cas des varie´te´s abe´liennes, on obtient une
hauteur normalise´e, qui e´tend la hauteur de Ne´ron-Tate, par un proce´de´ de
passage a` la limite par Philippon et Zhang, proce´de´ inspire´ par la construc-
tion de Tate. En particulier, on obtient la hauteur d’une courbe (de genre
au moins 2) en la regardant comme une sous-varie´te´ de sa jacobienne. No-
tons aussi que cette hauteur est comparable a` l’autointersection (au sens
d’Arakelov) de son dualisant relatif.
On pourrait aussi de´finir la hauteur d’une courbe C de genre au moins
2, de´finie sur un corps de nombres K, comme e´tant la limite supe´rieure des
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valeurs de ε > 0 ayant la proprie´te´ que l’ensemble
(0.1) {P ∈ C(K) / hˆ(φD0(P )) ≤ ε}
soit fini. Ici hˆ est la hauteur de Ne´ron-Tate et on a note´ φD0 le plonge-
ment de C dans sa jacobienne induit par un diviseur D0 de degre´ 1 sur
la courbe C. Autrement dit, on conside`re la limite supe´rieure des rayons,
par rapport a` la distance de´finie par la hauteur de Ne´ron-Tate, des boules
centre´es en l’e´le´ment neutre de J qui contiennent au plus un nombre fini
de points alge´briques de la courbe. Notons que l’e´nonce´ connu sous le nom
de “Conjecture de Bogomolov”, de´montre´ par Ullmo (Annals of Math., 147
(1) (1998), 81-95), implique le fait que cette limite est strictement positive.
Enfin, la proprie´te´ de la courbe C d’eˆtre de´finie sur un corps de nombres
est caracte´rise´e par l’existence d’un reveˆtement β : C → P1 non ramifie´
en dehors de 0, 1 et ∞ (Belyi, Math. USSR-Izv., 14 (1980), 247-256). On
essaie de suivre dans la dernie`re partie de ces notes une intuition de Szpiro
et de Bogomolov, qui ont sugge´re´ que le degre´ minimal d’un tel reveˆtement
pourrait eˆtre utilise´ comme principal ingre´dient pour une possible de´finition
de la hauteur de C. Cette approche est encore conjecturale, et on passe en
revue les re´sultats partiels dont nous disposons pour le moment.
En essayant de donner une image d’ensemble sur le sujet, les details
techniques ont e´te´ laisse´s de coˆte´. Ils ont e´te´ remplace´s par une bibliographie
e´tendue qui pourra boucher les trous.
Notations : dans ce qui suit, K sera un corps de nombres et OK son
anneau d’entiers. On notera MK l’ensemble des valeurs absolues de K qui
e´tendent les valeurs absolues usuelles sur Q : MQ = {p / p premier} ∪
{∞} ; si x = ±∏p pvp(x), alors |x|p = p−vp(x). On notera Mf,K l’ensemble
des valeurs absolues non-archime´diennes et M∞,K l’ensemble des places
archime´diennes. Chaque e´le´ment deM∞,K est associe´ soit a` un plongement
σ : K ↪→ R (appele´ place re´elle), soit a` une paire de plongements conjugue´s
σ, σ : K ↪→ C. Soit S∞,K l’ensemble des tous les plongements K ↪→ C.
Le cardinal de M∞,K est r1 + r2, et celui de S∞,K est r1 + 2r2, e´gal au
degre´ de l’extension [K : Q] (r1 e´tant le nombre des place re´elles). On note
Kv le comple´te´ de K par rapport a` la valuation v, et Qv sera le comple´te´
de Q par rapport a` la trace de v. Si v ∈ MK , on pose εv = [Kv : Qv] et
‖ ‖v = | |[Kv:Qv ]v . La formule du produit est alors ve´rifie´e :∏
v∈MK
‖x‖v = 1 , ∀x ∈ K , x 6= 0 .
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1. Hauteurs de Weil et hauteur de Ne´ron-Tate
Nous rappelons dans ce paragraphe des de´finitions et des re´sultats concer-
nant la hauteur des points d’une varie´te´ alge´brique de´finie sur un corps de
nombres, ainsi que la hauteur de Ne´ron-Tate sur une varie´te´ abe´lienne.
De´finition 1.1. Soit P = (x0 : x1 : . . . : xn) ∈ Pn(K) un point de l’espace
projectif. La hauteur de P est le nombre re´el
(1.2) HK(P ) =
∏
v∈MK
max{‖x0‖v, ‖x1‖v, . . . , ‖xn‖v} .
On appelle hauteur absolue de P le nombre re´el
(1.3) H(P ) = HK(P )
1
[K:Q]
et hauteur logarithmique de P , h(P ) = logH(P ).
Remarque 1.1. (i) La formule du produit assure l’inde´pendance par rap-
port au choix des coordonne´es.
(ii) Pour tout P ∈ Pn(K), HK(P ) ≥ 1, et donc h(P ) ≥ 0. ♦
Exemple 1.1. Si P = (x0 : x1 : . . . : xn) ∈ Pn(Q) avec xi ∈ Z premiers
entre eux, alors
H(P ) = max{|x0|, |x1|, . . . , |xn|} .
En ge´ne´ral, si P = (x0 : x1 : . . . : xn) ∈ Pn(K), soit a = x0OK+ · · ·+xnOK
l’ide´al fractionnaire de OK engendre´ par les coordonne´es de P . Alors
(1.4) H(P ) =
1
N(a)1/[K:Q]
∏
v∈M∞,K
max
i=0,...,n
{‖xi‖v} ,
ou` N(a) est la norme de l’ide´al fractionnaire a.
The´ore`me 1.1 (Northcott [6], [7]). Soit n, d, M des re´els positifs fixe´s.
Alors l’ensemble
{P ∈ Pn(Q) , H(P ) ≤M , [Q(P ) : Q] ≤ d}
est fini (on a note´ Q(P ) le corps de nombres de de´finition de P ).
Remarque 1.2. Il existe des versions effectives du The´ore`me de Northcott.
Par exemple
#{P ∈ P1(Q) , H(P ) ≤M} ≈M2
(asymptotiquement). ♦
Remarque 1.3 (Hauteur des polynoˆmes). Soit f ∈ Q[X], f 6= 0, deg f = n.
On peut voir l’ensemble de ses coefficients {a0, a1, . . . , an} comme un point
dans Pn, et prendre la hauteur de f :
H(f) := H((a0 : a1 : . . . : an)) .
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On a des relations entre, par exemple, la hauteur d’un point x dans Q,
celle d’un polynoˆme f et celle de l’image f(x) ; des ine´galite´s entre la hauteur
d’un nombre alge´brique et celle de son polynoˆme minimal sur Q ou entre la
hauteur d’un polynoˆme et celle de ses racines (voir [2], [11]). ♦
Soient X une varie´te´ alge´brique de´finie sur K et L un faisceau inversible
sans point base sur X. Alors chaque choix d’une famille de sections globales
qui engendrent L fournit un morphisme Φ : X → Pn, et pour tout P ∈ X(Q)
on de´finit hΦ(P ) = h(Φ(P )). Si on choisit une autre famille de sections, qui
induit un morphisme Ψ, alors hΦ − hΨ est une fonction borne´e sur X(Q).
On obtient donc une correspondance
L 7−→ hL ∈ {f : X(Q)→ R}/{fonctions borne´es}
qui a les proprie´te´s ([2], [11], [12]) :
(i) hL⊗M − hL − hM est une fonction borne´e (ce qui permet d’e´tendre
cette correspondance a` Pic(X)) ;
(ii) pour toute fonction hL dans la classe associe´e a` L il existe une
constante C telle que hL(P ) ≥ C pour tout P ∈ X(Q) ;
(iii) si f : X → Y est un morphisme de varie´te´s, alors hf∗L − hL ◦ f est
une fonction borne´e, pour tout L ∈ Pic(Y ) ;
(iv) pour tout L ∈ Pic(X) ample
#{P ∈ X(Q) , hL(P ) ≤M , [Q(P ) : Q] ≤ d} <∞
si M et d sont fixe´s.
Dans le cas d’une varie´te´ abe´lienne A, dans la famille de fonctions hL
associe´e a` un faisceau inversible et syme´trique L on peut choisir de manie`re
unique une fonction hˆL qui est quadratique : la forme
< P,Q >= hˆL(P +Q)− hˆL(P )− hˆL(Q)
est biline´aire. Cette fonction est appele´e la hauteur de Ne´ron-Tate (on
n’indique plus le faisceau si A est plonge´e dans un espace projectif et on
conside`re la restriction de O(1), ou bien si on dispose d’un choix canonique
pour L). Par exemple, si L est ample et syme´trique ([n]∗L ' L⊗n2 - le cas
qui nous inte´ressera), alors
(1.5) hˆL(P ) = lim
n→∞
hL([p]nP )
p2n
pour tout entier p ≥ 2 et toute fonction hauteur hL associe´e a` L, uni-
forme´ment en P . Dans ce cas la hauteur de Ne´ron-Tate a la proprie´te´
(1.6) hˆL(P ) ≥ 0 , ∀P ∈ A(Q)
avec e´galite´ si et seulement si P est un point de torsion.
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Remarque 1.4. On peut construire de telles fonctions hauteur sur des
varie´te´s de´finies sur un corps K arbitraire, une fois que celui-ci est muni
d’une famille de valeurs absolues qui sont toutes, sauf un nombre fini, ul-
trame´triques (|x|v = c−v(x)) et qui ve´rifient la formule du produit “avec
multiplicite´s” (dans le cas d’un corps de nombres ces multiplicite´s sont
[Kv : Qv]). Prenons par exemple le corps des fonctions K = K(V ) d’une
varie´te´ V projective et normale. On sait alors que tout diviseur irre´ductible
W (i.e. sous-varie´te´ irre´ductible de codimension 1) de´finit une valuation
discre`te vW : K∗ → Z, vW (f) = ordW (f). Soit donc MK = {| |W =
c−vW ( ) / W ⊂ V diviseur irre´ductible} et soit C une courbe qui ne contient
aucune singularite´ de V (V est normale !). Alors la formule du produit est
satisfaite avec les multiplicite´s λW = C.W . On peut de´finir la hauteur d’un
point P ∈ Pn(K) comme dans la De´finition 1.1, ou` ‖ ‖W = | |λW . Dans ce
cas, la hauteur admet l’interpre´tation ge´ome´trique suivante, qui fait penser
au degre´ : le point P peut eˆtre vu comme une fonction rationnelle V → Pn,
et si on prend un hyperplan ge´ne´ral H de Pn alors
h(P ) = C.P ∗H
(voir [11] pour des de´tails). ♦
Philippon a e´tendu la hauteur de Weil et a de´fini la hauteur d’une sous-
varie´te´ de dimension quelconque [8], [9]. Soit X une varie´te´ projective et
soit L un faisceau tre`s ample sur X tel que le plongement X
ϕ
↪→ PN induit
par L fait de X une sous-varie´te´ projectivement normale. Soient Y ⊂ X
une sous-varie´te´ de´finie sur le corps de nombres K et f une forme de Chow
de ϕ(Y ). Philippon de´finit
(1.7) hϕ(Y ) = h(f)
ou` h(f) est la hauteur invariante de f ([8], [9]) :
h(f) =
1
[K : Q]
∑
v
[Kv : Qv] logMv(f) .
Ici, v parcourt l’ensemble des places du corps de nombres K etMv(f) est le
maximum des valeurs absolues v-adiques des coefficients de f si v est non-
archimedienne et une mesure de Mahler du conjugue´ de f correspondant
si v est une place a` l’infini (le lecteur notera que pour la cohe´rence avec
la hauteur arakelovienne du paragraphe suivant on pourrait normaliser la
hauteur de´finie en (1.7) en divisant par le degre´ ge´ome´trique de ϕ(Y ) et,
aussi, modifier la mesure de f aux places archime´diennes par le nombre de
Stoll).
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Si Y est une sous-varie´te´ de dimension d0 d’une varie´te´ abe´lienne A, alors
on peut de´finir la hauteur normalise´e
(1.8) ĥϕ(Y ) = limm→∞
m∈S∧
hϕ([m]Y )#(ker[m] ∩ StabY )
m2(d0+1)
ou` StabY est le stabilisateur de Y dans A et S∧ est le mono¨ıde libre sur
un ensemble fini de nombres premiers S. Cette hauteur ne de´pend pas des
sections de L choisies pour de´finir ϕ, et on peut de´finir
ĥL(Y ) =
ĥϕ(Y )
degϕ(Y )
.
Si L est un faisceau ample et syme´trique quelconque, la fonction hauteur
ĥL est
ĥL =
ĥL⊗n
n
, n ∈ N , n ≥ 3 .
Pour en savoir plus
La hauteur est devenue un invariant incontournable dans la ge´ome´trie
arithme´tique. Introduite par Weil en [14] (ou` il de´veloppe la the´orie dont
les racines se trouvent dans sa the`se [13]), elle a eu un roˆle important dans
les preuves de certains des plus remarquables re´sultats du dernier sie`cle : le
The´ore`me de Mordell-Weil (1929), la preuve de Faltings de la Conjecture
de Mordell (1984) ou les diffe´rentes de´monstrations de la Conjecture de
Bogomolov (1995, 1996). La the´orie de la hauteur (y compris la construction
“axiomatique” base´e sur les proprie´te´s (i)-(iv) - la “machine des hauteurs”)
est pre´sente´e en de´tail dans plusieurs ouvrages consacre´es a` la ge´ome´trie
arithme´tique, comme par exemple [2], [11] ou [12]. Ils contiennent aussi les
preuves du The´ore`me de Northcott ([6], [7]) et de sa variante explicite due
a` Schanuel [10].
L’existence d’une fonction hauteur quadratique dans la famille associe´e a`
tout faisceau inversible et syme´trique sur une varie´te´ abe´lienne a e´te´ conjec-
ture´ par Ne´ron en 1958 au Congre`s International des Mathe´maticiens (Edin-
burgh) [4]. La preuve, due a` Tate, a e´te´ publie´e par Lang [3]. Ne´ron a publie´
ensuite une deuxie`me preuve [5].
La construction de Philippon est pre´sente´e dans les articles [8], [9]. La
hauteur ainsi construite a e´te´ utilise´e dans plusieurs travaux importants,
dont une preuve effective de la conjecture de Bogomolov [1].
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2. Approche d’Arakelov : intersections arith-me´tiques
Une approche “ge´ome´trique” de la hauteur des points sur une varie´te´
de´finie sur un corps de nombres, analogue a` celle vue dans la Remarque 1.4
pour les corps des fonctions, est possible graˆce a` Arakelov, qui a e´tendu la
structure entie`re a` l’infini en introduisant des me´triques hermitiennes [2]. Il
a construit ainsi une the´orie des intersections sur les surfaces arithme´tiques,
qui a e´te´ de´veloppe´e ensuite par Faltings, Szpiro, Deligne, Zhang, etc. Gillet
et Soule´ [13] ont ge´ne´ralise´ cette the´orie en dimension quelconque, ce qui a
permis en particulier la de´finition de la hauteur des sous-varie´te´s de dimen-
sion strictement positive (voir [4], [11]). Quelques mots aussi sur les varie´te´s
abe´liennes : par un proce´de´ limite “a` la Tate”, Zhang [26] construit, a` partir
d’intersections arithme´tiques, une hauteur normalise´e qui e´tend la hauteur
de Ne´ron-Tate ; notons le fait que dans le cas de la bonne re´duction cette
hauteur normalise´e est elle meˆme un nombre d’intersection.
2.1. Hauteurs et nombres d’intersection.
De´finition 2.1. Une varie´te´ arithme´tique est un sche´ma X plat et projectif
sur S = SpecOK , dont la fibre ge´ne´rique X = X ×S SpecK est lisse.
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Pour tout σ ∈ S∞,K , soit Xσ = X ×σ SpecC. Les sche´mas Xσ sont
appele´s les fibres a` l’infini de la varie´te´ arithme´tique X . L’ensemble des
points C-rationnels de X est alors
X(C) =
∐
σ∈S∞,K
Xσ(C) .
De´finition 2.2. Un faisceau inversible hermitien L = (L, ‖ ‖σ) sur X est
la donne´e d’un faisceau inversible L sur X et, pour tout σ ∈ S∞,K , d’une
me´trique ‖ ‖σ de classe C∞, invariante par conjugaison complexe, sur Lσ =
L ⊗σ C.
On note Lσ le faisceau inversible hermitien sur Xσ(C) ainsi donne´ et L la
trace de L sur la fibre ge´ne´rique X. Si c1(L) est la premie`re classe de Chern
de L, alors “le degre´” permet de voir c1(L)d (d = dimX) comme un entier
naturel. D’autre part, pour tout σ ∈ S∞,K on note c1(Lσ) la (1, 1)-forme
ferme´e i2piK, ou` K est la forme de courbure de (Lσ, ‖ ‖σ).
En particulier, un faisceau inversible hermitien (ou compactifie´) sur S =
SpecOK n’est autre qu’un OK-module projectif de rang 1, muni pour
chaque σ d’une forme hermitienne < , >σ invariante par conjugaison com-
plexe.
De´finition 2.3. Le degre´ d’Arakelov d’un faisceau inversible hermitien L
sur S est
(2.9) degAr L = log
#(L/sOK)∏
σ∈S∞,K
‖s‖σ
ou` s est une section arbitraire non nulle de L.
Il est facile de voir que cette quantite´ ne de´pend pas du choix de la section
s (encore une fois grace a` la formule du produit).
Soient maintenant P ∈ X(K) un point sur une varie´te´ alge´brique propre
et lisse de´finie sur le corps de nombres K, X un mode`le de X sur OK et
L un faisceau inversible me´trise´ sur X . Alors il existe une unique section
εP : SpecOQ(P ) → X qui e´tend P .
De´finition 2.4. La hauteur d’Arakelov de P par rapport a` L est le nombre
re´el
(2.10) hL(P ) =
degAr(ε∗PL)
[Q(P ) : Q]
.
On remarque l’analogie avec la formule 1.4, l’inversion nominateur -
de´nomi-nateur e´tant due a` la dualite´ sections-coordonne´es.
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Exemple 2.1. (voir pour les de´tails [7] ; voir aussi [21] pour un exemple
similaire, avec un autre choix des me´triques) Soit P ∈ X = PnK et εP :
SpecOK → PnOK la section qui e´tend P . On prend un syste`me de ge´ne´rateurs{x0, x1, . . . , xn} du faisceau inversible O(1) et on conside`re les me´triques a`
l’infini
‖f(P )‖σ = min
0 ≤ i ≤ n
xi(P ) 6= 0
{∣∣∣∣ fxi (P )
∣∣∣∣
σ
}
, ∀f ∈ H0(Pn,O(1)) , ∀P ∈ Pn(Kσ).
Alors on obtient
hO(1)(P ) = h(P )
ou` h(P ) est la hauteur de Weil logarithmique de´finie en (1.1).
Regardons d’un peu plus pre`s le cas d’une surfaces arithme´tiques X , les
fibres sur SpecOK ayant donc la dimension 1 (c’est le cas conside´re´ par
Arakelov [2]), et dont la fibre ge´ne´rique X est de genre ≥ 1. On peut alors
pre´ciser le choix des me´triques sur les faisceaux qui nous inte´ressent, de la
fac¸on suivante. Supposons de plus que chaque Xσ est munie d’un e´le´ment
de volume dµσ tel que
∫
Xσ(C)
dµσ = 1 (voir [10] pour un choix canonique
de telles (1-1)-formes, a` partir d’une base orthonorme´e de diffe´rentielles
holomorphes). On appelle une telle donne´e surface d’Arakelov.
Un diviseur compactifie´ sur X est une somme formelle finie
Df +
∑
σ∈S∞,K
λσ[Xσ]
ou` Df est un diviseur sur X dans le sens classique et λσ ∈ R tels que
λσ = λσ. Le groupe de Chow d’Arakelov ĈH
1
(X , dµσ) est le groupe des
diviseurs compactifie´s modulo le sous-groupe des e´le´ments de la forme
div(f)f −
∑
σ∈S∞,K
∫
Xσ(C)
log |f |2σdµσ · [Xσ]
pour f ∈ K(X ).
D’autre part, le groupe de Picard compactifie´ Picc(X , dµσ) est le groupe
des classes d’isome´tries de faisceaux inversibles hermitiens dont les me´triques
sont permises, i.e. la forme de courbure est proportionnelle a` dµσ. On a un
isomorphisme Picc(X , dµσ) ' ĈH
1
(X , dµσ), donne´ par
L 7→
div(s) , − ∑
σ∈S∞,K
∫
Xσ(C)
log ‖s‖2σdµσ · [Xσ]

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ou` s ∈ H0(X ,L) non nulle.
On peut alors de´finir un produit d’intersection d’Arakelov sur X ,
( , )Ar : Picc(X , dµσ)× Picc(X , dµσ)→ R
qui e´tend le produit d’intersection usuel des diviseurs sur X , et si D est
l’image d’une section εD : SpecOK′ → X (K ′ une extension finie de K),
alors (L, OX (d))Ar = degAr ε∗DL.
On peut maintenant interpre´ter la hauteur d’Arakelov d’un point sur une
courbe de´finie sur un corps de nombres comme un nombre d’intersection :
si P ∈ X(Q), alors la hauteur d’Arakelov de P par rapport au faisceau
admissible L est
hL(P ) =
(L, DP )Ar
[Q(P ) : Q]
ou` DP est la fermeture sche´matique de P dans X .
Gillet et Soule´ ont ge´ne´ralise´ le produit d’intersection aux varie´te´s arith-
me´tiques de dimension arbitraire ([13], [14]). Bost, Gillet et Soule´ ont donne´
les proprie´te´s de la hauteur de´finie utilisant cette the´orie en [4] (voir la
Proposition 2.1 ci-dessous).
Si X est une varie´te´ arithme´tique de dimension d, on de´finit les groupes
de Chow arithme´tiques ĈH
i
(X ) pour tout entier i ≥ 0. Quand X est
irre´ductible, ĈH
0
(X ) = Z. On peut de´finir ensuite un produit d’intersection
(2.11) ĈH
i
(X )× ĈHj(X ) −→ ĈHi+j(X )⊗Q .
Si L est un faisceau inversible hermitien sur X , on peut de´finir la premie`re
classe de Chern arithme´tique cˆ1(L) ∈ ĈH
1
(X ). Le produit d’intersection
permet de de´finir cˆ1(L)i ∈ ĈH
i
(X ) ⊗Q pour tout i ∈ N∗. Graˆce a` l’appli-
cation
deg : ĈH
d
(X ) −→ R ,
on peut identifier cˆ1(L)d a` un nombre re´el.
Prenons maintenant un cycle Y de dimension d0 + 1 de X . On peut
lui associer le nombre d’intersection (cˆ1(L)d0+1/Y). Si en particulier Y est
une sous-varie´te´ ferme´e de X, de´finie sur une extension finie K ′ de K, de
dimension d0, et Y est sa fermeture sche´matique dans X , on peut alors
de´finir la hauteur de Y par rapport a` L :
(2.12) hL(Y ) =
(cˆ1(L)d0+1/Y)
(d0 + 1)[K ′ : Q] degL Y
ou` degL Y = deg(c1(L)d0 ∩ [Y ]) est le degre´ ge´ome´trique de Y par rapport
a` L.
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La proposition suivante regroupe quelques proprie´te´s du produit d’inter-
section et de la hauteur de´finis ci-dessus :
Proposition 2.1 ([4], Propositions 3.2.1, 3.2.2, 3.2.4). Soit L un faisceau
inversible hermitien sur une varie´te´ arithme´tique projective non-singulie`re
X .
(i) Si Y est un cycle de dimension d+ 1 sur X ,
degL⊗n(Y ) = n
d degL(Y ) ; hL ⊗n(Y ) = nhL (Y ) .
(ii) Si Y est le diviseur d’une fonction rationnelle sur une varie´te´ inte`gre,
contenu dans une fibre spe´ciale, hL (Y ) = 0.
(iii) Si f : X ′ → X est un morphisme de varie´te´s arithme´tiques projec-
tives non-singulie`res et Y est un cycle sur X ′,
hf∗L (Y ) = hL (f∗Y ) .
(iv) Soient Y un cycle irre´ductible de dimension d + 1, et s une section
de L ⊗n sur Y. Alors
(cˆ1(L)d/div(s)) = n(cˆ1(L)d+1/Y) +
∑
σ∈S∞,K
∫
Xσ(C)
log ‖sσ‖ c1
(
Lσ
)d
δYσ .
Si L′ est un deuxie`me faisceau inversible hermitien sur X et s une section
de L′ ⊗n sur Y. Alors pour tout 1 ≤ i ≤ d+ 1
(cˆ1(L)d+1−icˆ1(L′)i−1 / div(s)) = n(cˆ1(L)d+1−icˆ1(L′)i/Y) +
+
∑
σ∈S∞,K
∫
Xσ(C)
log ‖s‖σ c1
(
Lσ
)d+1−i
c1
(
L′σ
)i−1
δYσ .
(v) Si X ′ est une varie´te´ arithme´tique et L′ un faisceau inversible hermi-
tien sur X ′ tels que (X ,L ) et (X ′,L′ ) co¨ıncident sur la fibre ge´ne´rique
XK , il existe une constante C telle que pour tout cycle effectif Y sur XK ,
|hL′ (Y )− hL (Y )| ≤ C .
(vi) Si, pour tout σ ∈ S∞,K , la (1, 1)-forme c1
(
Lσ
)
est positive et pour
un certain n, L⊗n est engendre´ par des sections globales “entie`res” (i.e. de
norme sup infe´rieure a` 1), alors, pour tout cycle Y ,
hL (Y ) ≥ 0 .
Remarque 2.1. On voit de par la de´finition de la hauteur meˆme, ainsi que
par certaines des proprie´te´s ci-dessus combien il est important de trouver
une section de H0(Y,L) dont toutes les normes a` l’infini sont petites. En
particulier, une telle section avec ses normes infe´rieures a` 1 assurerait la
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positivite´ de la hauteur. Des informations en ce sens sont donne´es par le
The´ore`me de Hilbert-Samuel arithme´tique ([1], [12]). On remarque
d’abord que Λ = H0(Y,Ln) est un re´seau dans l’espace vectoriel V =⊕
σ∈S∞,K
H0(Yσ, Lnσ) muni de la norme “sup”. Alors
(2.13) Vol(V,Λ) :=
µV (B(V ))
µV (V/Λ)
= nd+1
(cˆ1(L)d+1/Y)
(d+ 1)!
+O(nd+1)
ou` B(V ) est la boule unite´ de V et d = dimY . Le the´ore`me de Minkovski
implique alors que pour tout ε > 0 il existe n0 tel que pour tout n ≥ n0 il
existe une section non-nulle s ∈ H0(Y,Ln) telle que
(2.14) ‖s‖sup ≤ exp (nε− n[K : Q]hL(Y )) .
Le The´ore`me de Nakai-Moishezon arithme´tique, duˆ a` Zhang ([23] dans
le cas des surfaces arithme´tiques et [25] en ge´ne´ral) donne des conditions
pour que H0(Y,Ln) ait une base de sections petites. ♦
2.2. Hauteurs normalise´es. Soit A une varie´te´ abe´lienne sur un corps de
nombres K. Si L est un faisceau inversible et ample sur A, alors le faisceau
L′ = L⊗ [−1]∗L est ample et syme´trique. Supposons de`s maintenant que L
lui-meˆme est ample et syme´trique et fixons un isomorphisme L ' [−1]∗L.
Le the´ore`me du cube implique que le faisceau
D3(L) = p∗123L⊗ p∗12L−1 ⊗ p∗13L−1 ⊗ p∗23L−1 ⊗ p∗1L⊗ p∗2L⊗ p∗3L
est trivial sur A3 (trivialisation unique a` une constante multiplicative pre`s).
Si (A,L) est un mode`le compactifie´ du couple (A,L), on peut construire,
comme pre´ce´demment, une hauteur. La question est de savoir si cette hau-
teur est normalise´e, dans le sens suivant : si x ∈ A et n ∈ N∗, est-il vrai que
h([n]x) = n2h(x) ? La re´ponse est en ge´ne´ral ne´gative.
Si A a bonne re´duction sur OK , soit A le mode`le de Ne´ron de A. Une
structure cubiste sur L est la donne´e d’un faisceau inversible hermitien
L = (L, ‖ ‖σ) sur A tel que la trace de L sur la fibre ge´ne´rique soit L, et
que l’isomorphisme du cube devienne une isome´trie si on munit OA3 , en
toute place a` l’infini, de la me´trique triviale. L’existence de telles structures
est prouve´ par Moret-Bailly dans [18], qui construit, sur chaque Lσ, σ ∈
S∞,K , des me´triques induisant une me´trique constante sur OA3 (“me´triques
permises” - notons que ce sont les seules me´triques a` courbure invariante
par translations). On montre alors que la hauteur hL construite ainsi est
normalise´e, dans le sens pre´cise´ plus haut, et que pour les points elle co¨ıncide
avec la hauteur de Ne´ron -Tate associe´e a` L.
Si, par contre, A n’a pas bonne re´duction partout, on ne dispose pas d’une
compactification canonique du mode`le de Ne´ron sur OK . Fixons, pour tout
entier p > 1, un isomorphisme [p]∗L ' L⊗p2 . Soit A0 un mode`le de A
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sur OK et L un faisceau ample et syme´trique sur A0 qui e´tend L. Pour
chaque σ ∈ S∞,K , il existe une unique me´trique du cube sur Lσ qui fait de
l’isomorphisme [p]∗Lσ ' L⊗p2σ une isome´trie. Pour chaque n > 0, soit An la
normalisation de An−1 dans le corps des fractions de A :
An ←− A
[p] ↓ ↓ [p]
An−1 ←− A
Ici la fle`che [p] : An → An−1 est le prolongement de [p] : A → A a` An. On
de´fini
L′0 = L ; L′n = [p]∗L′n−1 .
Pour toute place a` l’infini σ ∈ S∞,K , on obtient le faisceau
L′n,σ = L
⊗p2n
σ
sur Aσ, qu’on munit de la me´trique obtenue par image inverse a` travers [p].
On choisit un faisceau inversible hermitien Ln sur An tel que
Ln⊗p
2n
' L′n
dans Pic(An)⊗Q. On obtient ainsi un mode`le (An,Ln) de (A,L) pour tout
n ∈ N.
Soient maintenant X un sous-sche´ma ferme´ de A, de dimension d0, et Xn
son adhe´rence sche´matique dans An. Zhang ([26]) montre que la suite
hLn(X) =
(cˆ1(Ln)d0+1/Xn)
(d0 + 1)[K : Q] degLX
converge uniforme´ment vers une fonction qu’on note hˆL(X), inde´pendante
des choix de A0 et L. Elle ve´rifie, pour tout x ∈ A, la condition de norma-
lisation
hˆL([n]x) = n2hˆL(x) , n ∈ N∗ .
La fonction hauteur ainsi construite est compatible avec la hauteur nor-
malise´e de Philippon ĥL.
2.3. Le cas des courbes. Soit C une courbe propre, lisse et ge´ome´trique-
ment connexe de genre g ≥ 1 de´finie sur le corps de nombres K. Soit D0
un diviseur de degre´ 1 sur C et φD0 : C → J le plongement de C dans
sa jacobienne de´fini par D0. Il existe sur J un faisceau inversible, ample
et syme´trique canonique, associe´ au diviseur theta. Soit hˆ la hauteur nor-
malise´e construite ci-dessus associe´e a` ce faisceau, qui e´tend la hauteur de
Ne´ron-Tate. Alors on peut associer a` la courbe C la hauteur de son image
dans J
(2.15) hD0(C) = hˆ(φD0(C))
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D’autre part, soit C le mode`le minimal re´gulier de C sur SpecOK , qu’on
peut supposer semi-stable (apre`s un e´ventuel e´largissement de K). Comme
nous avons de´ja` mentionne´, on peut dans ce cas pre´ciser les choix des me´-
triques qu’on met a` l’infini, graˆce au fait que chaque Cσ est munie d’une
forme volume canonique. En particulier, le faisceau dualisant relatif ω =
ωC/OK est canoniquement muni d’une me´trique permise. Soit ω le faisceau
compactifie´ ainsi obtenu et soit (ω, ω) son auto-intersection. Posons alors
(2.16) h(C) =
(ω, ω)
[K : Q]
.
Dans le cas ou` g ≥ 2 et C est lisse sur OK , les deux hauteurs associe´es a`
C sont lie´es par la formule ([26])
(2.17) hD0(C) =
1
8(g − 1)h(C)−
(
1− 1
g
)
hˆ(φD0(D))
ou` D est choisi tel que (2g−2)D soit un diviseur canonique. Si D0 est choisi
de`s le de´part avec cette proprie´te´, alors
(2.18) hD0(C) =
1
8(g − 1)h(C) .
Si C n’est pas lisse sur OK , mais seulement semi-stable, Zhang ([24]) raffine
l’intersection d’Arakelov, en introduisant l’accouplement admissible (ω, ω)a.
L’e´galite´ (2.17) est alors ve´rifie´e si on remplace (ω, ω) par (ω, ω)a.
Pour en savoir plus
Arakelov a de´fini l’intersection des diviseurs sur une surface arithme´tique
[2]. Il a introduit les fibres a` l’infini et a utilise´ les fonctions de Green pour
estimer la contribution de ces fibres dans le calcul des nombre d’intersection.
Faltings a de´veloppe´ cette the´orie [10] et a prouve´, en particulier, le the´ore`me
de Riemann-Roch, le the´ore`me de l’index de Hodge et la formule de Noether.
Le the´ore`me de l’index de Hodge a e´te´ aussi prouve´ par Hriljac [16], qui
a compare´ le produit d’intersection d’Arakelov avec la hauteur de Ne´ron-
Tate. Une approche diffe´rente de la the´orie d’intersection sur les surfaces
arithme´tiques est due a` Deligne [8] et Elkik [9].
Gillet et Soule´ ont de´fini les classes characte´ristiques des fibre´s me´trise´s
[14] et ont ge´ne´ralise´ la the´orie d’Arakelov pour les varie´te´s de dimension
arbitraire [13], [14]. Un the´ore`me de Riemann-Roch-Grothendieck pour les
images directes des fibre´s me´trise´s par des immersions est prouve´ en [3].
Une version ge´ne´rale du the´ore`me de Riemann-Roch est prouve´e dans [15].
Burgos a de´fini les anneaux de Chow pour les varie´te´s arithme´tiques quasi-
projectives en interpre´tant le produit des courants de Green comme un cas
spe´cial de la structure multiplicative sur la cohomologie de Deligne-Beilinson
[5].
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La hauteur de´finie comme un produit d’intersection est utilise´e par Fal-
tings en [11]. Cette approche ge´ome´trique de la hauteur met en e´vidence le
fait que cet invariant est l’analogue arithme´tique du degre´ d’une varie´te´ pro-
jective (une illustration de l’analogie corps de fonctions - corps de nombres,
voir par exemple [22]). En utilisant la the´orie d’Arakelov et des fibre´s
me´trise´s en toute place (finie ou infinie), Zhang a de´fini la hauteur norma-
lise´e d’une sous-varie´te´ d’une varie´te´ abe´lienne [26]. Moret-Bailly de´crit com-
ment choisir les “me´triques permises” sur les fibre´s sur une varie´te´ abe´lienne
[18]. En utilisant l’approche cohomologique de Burgos [5], Burgos, Kramer
et Ku¨hn [6] ont de´fini la hauteur par rapport a` un faisceau inversible hermi-
tien dont la me´trique a des singularite´s logarithmiques le long d’un diviseur.
Parmi les textes expositoires en the´orie d’Arakelov nous indiquons [7],
[17], [19], [20], [21].
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3. Approche de la hauteur d’une sous-varie´te´ via les hauteurs
de ses points
Soient X une varie´te´ arithme´tique de´finie sur l’anneau des entiers d’un
corps de nombres K, et L un faisceau inversible me´trise´ sur X, ample et
semi-positif, dont la me´trique est lisse (pour les conditions de positivite´ des
me´triques, ne´cessaires pour les re´sultats de ce paragraphe voir [5], para-
graphe 5). Soit Y ⊂ XK une sous-varie´te´ et posons, pour 1 ≤ i ≤ dimY +1,
(3.19) eiL(Y ) = sup
Z ⊂ Y
codimZ = i
inf
x∈(Y−Z)(K)
hL(x)
(les minimum successifs).
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Remarque 3.1. On a e´videmment
e1L(Y ) = lim inf hL(xn)
ou` (xn)n∈N parcourt l’ensemble des suites ge´ne´riques de Y , (i.e. dont tout
ferme´ strict de Y contient au plus un nombre fini de points). En particulier,
si x est un point de X, alors e1L(x) = hL(x).♦
Le the´ore`me suivant, dont la preuve utilise le The´ore`me de Nakai-Moishe-
zon arithme´tique, compare cette quantite´ a` la hauteur de Y :
The´ore`me 3.1 (Zhang [5]). Pour toute sous-varie´te´ Y de XK , on a
(3.20)
1
dimY + 1
(
e1L(Y ) + · · ·+ edimY+1L (Y )
)
≤ hL(Y ) ≤ e1L(Y ) .
L’e´galite´ hL(Y ) = e
1
L(Y ) est vraie s’il existe une suite ge´ne´rique de points
de Y dont la hauteur tends vers hL(Y ). Szpiro, Ullmo et Zhang ont montre´
qu’une telle suite ve´rifie une proprie´te´ d’e´quidistribution [3].
Dans le cas ou` la varie´te´ ambiante A est abe´lienne, munie de la hauteur
normalise´e hˆL associe´e a` un faisceau ample et syme´trique L, on peut de´finir
d’une manie`re analogue, pour une sous-varie´te´ X de A
(3.21) eˆiL(X) = sup
Z ⊂ X
codimZ = i
inf
x∈(X−Z)(K)
hˆL(x)
(1 ≤ i ≤ dimX + 1). E´videmment
eˆ1L(X) = lim inf hˆL(xn)
ou` (xn)n∈N parcourt l’ensemble des suites ge´ne´riques de X.
On a dans cette situation :
The´ore`me 3.2 (Zhang [6]). Pour toute sous-varie´te´ X de A
(3.22)
1
dimX + 1
(
eˆ1L(X) + · · ·+ eˆdimX+1L (X)
)
≤ hˆL(X) ≤ eˆ1L(X) .
On utilise le the´ore`me pre´ce´dent, sur la suite des mode`les de A utilise´e
pour la construction de la hauteur normalise´es.
Dans ce cas aussi, l’e´galite´ a` droite est caracte´rise´e par une proprie´te´
d’e´quidistribution.
Pour en savoir plus
Dans l’article [5], Zhang de´finit les notions de positivite´, d’amplitude
et de semi-amplitude pour un faisceau inversible me´trise´ sur une varie´te´
arithme´tique, en e´tendant ainsi les notions introduites en [4]. Il e´tudie l’exis-
tence des sections de norme petite d’un faisceau ample me´trise´ et prouve un
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the´ore`me de Nakai-Moishezon arithme´tique : si L est un faisceau hermitien
nume´riquement positif sur une varie´te´ arithme´tique, alors le groupe Γ(L⊗n)
a une base dont les e´le´ments sont des sections petites, si n est assez grand.
Cette base lui permet de comparer la hauteur d’une sous-varie´te´ avec les
minimum essentiels des hauteurs de ses points. Des preuves pour les e´nonce´s
de ce paragraphe peuvent eˆtre trouve´s aussi dans [1].
Soient A est une varie´te´ abe´lienne de´finie sur un corps de nombres K et
X une sous-varie´te´ de´finie sur une extension finie de K. Les ine´galite´s de
Zhang implique le fait que les deux affirmations suivantes sont e´quivalentes
(Conjecture de Bogomolov ge´ne´ralise´e) :
– Si X n’est pas la translate´e d’une sous-varie´te´ abe´lienne par un point
de torsion, alors l’ensemble
X(ε) := {x ∈ X(Q) / hˆL(x) ≤ ε}
n’est pas Zariski dense dans X.
– Si X n’est pas la translate´e d’une sous-varie´te´ abe´lienne par un point
de torsion, alors
hˆL(X) > 0 .
La conjecture de Bogomolov, prouve´e par Ullmo [2] dans le cas d’une
courbe plonge´e dans sa jacobienne et par Zhang [7] dans la forme ge´ne´ralise´e,
assure la positivite´ de la hauteur d’une sous-varie´te´ d’une varie´te´ abe´lienne
qui n’est pas la translate´e d’une sous-varie´te´ abe´lienne par un point de tor-
sion. La preuve dans les deux cas est base´e sur la proprie´te´ d’e´quidistribution
des suites ge´ne´riques de points de hauteur petite (Szpiro, Ullmo et Zhang
[3]).
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4. Hauteurs et morphismes de Belyi
4.1. The´ore`me de Belyi et dessins d’enfants. Un fameux the´ore`me
de Belyi caracte´rise les courbes qui peuvent eˆtre de´finies sur un corps de
nombres :
The´ore`me 4.1 (Belyi, [3]). Soit C une courbe alge´brique de´finie sur C. Les
affirmations suivantes sont e´quivalentes :
(a) C peut eˆtre de´finie sur un corps de nombres.
(b) Il existe un morphisme fini β : C → P1 non-ramifie´ en dehors de 0,
1 et ∞.
(pour la preuve, voir [3], [10]).
On appelle morphisme de Belyi un reveˆtement fini β : C → P1 non-
ramifie´ en dehors de 0, 1 et ∞.
Un ∗-morphisme est un morphisme de Belyi β : C → P1 tel que
: (i) soit C = P1 et {0, 1,∞} ⊆ β−1({0, 1,∞}) ;
: (ii) soit C = (E,O) est une courbe elliptique de´finie sur Q et O ∈
β−1({0, 1,∞}) ;
: (iii) soit g(C) ≥ 2.
Un couple de Belyi est une paire (C, β), ou` C est une courbe projective,
lisse sur C et β : C → P1 est un morphisme de Belyi. Deux couples (C, β)
et (C ′, β′) sont isomorphes s’il existe un isomorphisme α : C → C ′ tel que
β = β′ ◦ α. On dit qu’un morphisme de Belyi (∗-morphisme, couple) β est
pur si la multiplicite´ de chaque point au-dessus de 1 est 2.
Il est naturel de penser que certaines proprie´te´s arithme´tiques de la
courbe C sont encode´es dans les proprie´te´s des morphismes de Belyi de´finis
sur C. En particulier, Bogomolov et, inde´pendamment, Szpiro ont conjec-
ture´ que le degre´ des morphismes de Belyi pourrait eˆtre utilise´ comme
principal ingre´dient dans la construction d’une the´orie de la hauteur sur
les espaces de modules de courbes. Cette ide´e est a` la base des re´sultats
de la dernie`re partie de ces notes. On indique ici les principales ide´es des
de´monstrations, les de´tails e´tant contenus dans [7]. On rappelle d’abord
quelques proprie´te´s des morphismes de Belyi.
Remarque 4.1. En caracte´ristique p > 0, une fonction avec la proprie´te´
(b) du the´ore`me 4.1 existe pour toute courbe C (Abhyankar, [1]). Pour
obtenir un analogue du the´ore`me de Belyi dans ce cas, on doit imposer des
conditions sur les indices de ramification (voir Sa¨ıdi, [8], The´ore`me 5.6, pour
p > 2). ♦
Proposition 4.2 (Proprie´te´s en genre ze´ro). (a) Soit β : P1 → P1 un
morphisme fini tel que tous les points dans une meˆme fibre ont le meˆme
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indice de ramification. Alors β est un morphisme de Belyi, qui est soit
cyclique, soit isomorphe a` un morphisme de Belyi pur.
(b) Si β : P1 → P1 est un morphisme de Belyi de degre´ d, alors
#β−1({0, 1,∞}) = d+ 2 .
De´monstration. (a) Soient d le degre´ du reveˆtement β, {P1, ..., Pr} ⊂ P1
l’ensemble des points de branchement et ei l’indice de ramification des points
situe´s dans la fibre β−1(Pi), i = 1, ..., r. Evidemment 1 < ei ≤ d. La formule
de Hurwitz s’e´crit successivement
−2 = −2d+
r∑
i=1
d
ei
(ei − 1) ,
r∑
i=1
d
ei
= d(r − 2) + 2 =⇒
r∑
i=1
1
ei
= r − 2 + 2
d
.
Si r = 2, alors 1e1 +
1
e2
= 2d , et puisque ei ≤ d on obtient e1 = e2 = d, le
reveˆtement cyclique.
Si r ≥ 3, supposons que e1 ≤ ei, i = 2, ..., r. On obtient alors
r − 2 + 2
d
≤ r
e1
=⇒ r
2
+
2
d
≤ r(1− 1
e1
) ≤ 2
ce qui implique r = 3 et 1 + 2d ≤ 3e1 , donc e1 = 2. On obtient donc un
reveˆtement isomorphe a` un morphisme de Belyi pur.
On peut continuer avec le meˆme type de raisonnement et de´terminer une
liste pre´cise des indices de ramification possibles. Le meˆme calcul est fait
par Baldassarri et Dwork ([2]) (qui reconside`rent un re´sultat de Klein), la
liste en question e´tant lie´e a` la liste de Schwarz des ope´rateurs diffe´rentiels
hyperge´ome´triques.
(b) C’est une conse´quence de la formule de Hurwitz. Notons que c’est le
nombre minimal de points situe´s dans l’image inverse de {0, 1,∞} par toute
fonction rationnelle f : P1 → P1 “normalise´e” (a` coefficients dominants 1),
suite au The´ore`me “abc” de Mason pour les polynoˆmes.
Remarque 4.2. Soit q : P1 → P1 le morphisme induit par le polynoˆme
q(x) = 4x(1− x)
Si β : C → P1 est un morphisme de Belyi, alors fβ := q ◦ β : C → P1 est
pur, et
(4.23) fβ = fβ′ ⇒ β = β′ ou β = 1− β′
♦
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Remarque 4.3. β−1({0, 1,∞}) = (1− β)−1({0, 1,∞}) = f−1β ({0,∞})
Si β : P1 → P1, alors β est un ∗-morphisme de Belyi si et seulement si fβ
est un ∗-morphisme et fβ({0, 1,∞}) ⊂ {0,∞}. ♦
Prenons un morphisme de Belyi β : C → P1. Alors β−1([0, 1]) est un
graphe sur le mode`le topologique de C, dont les sommets sont les images
inverses de 0 et 1 (et on peut donc les marquer avec deux signes, disons •
et ◦). Pour chaque sommet, le nombre des areˆtes incidentes co¨ıncide avec
la multiplicite´ du point correspondant dans la fibre au-dessus de 0 ou de 1.
D’autre part, dans chaque cellule on a une image inverse de ∞, dont la
multiplicite´ co¨ıncide avec le nombre des areˆtes incidents a` la cellule. Un
tel graphe biparti est un “dessin d’enfants”. On appelle dessin abstrait une
classe d’isomorphisme de dessins. On dit qu’un dessin (abstrait) est pur si
la valence de chaque sommet marque´ avec un des deux signes est 2.
Dans l’autre sens, si on a un dessin pur, on choisit un point, marque´ ◦,
dans chaque cellule et un point, marque´ ?, sur chaque areˆte. On obtient
ainsi une triangulation de X2 du type suivant :
•hhhhh
hhh
((((
((((??
◦
¡
¡
¡
¡
¡
¡
@
@
@
@
@
@
En identifiant les points “?” et les segments correspondants on obtient des
espaces home´omorphes a` une sphe`re. On identifie tous ces espaces avec P1,
en identifiant ? avec 1, • avec 0, ◦ avec∞, et on obtient ainsi un morphisme
β : X2 → P1, ramifie´ seulement au dessus de 0, 1 et ∞. On munit X2 d’une
structure de surface de Riemann telle que β soit une fonction rationnelle.
Correspondance de Grothendieck ([5], [9]). Il y a une bijection entre
l’ensemble des classes d’isomorphisme des couples de Belyi purs et l’en-
semble des dessins abstraits purs.
Notons que si (C, β) et (C ′, β′) sont isomorphes, alors un home´omorphis-
me entre les dessins correspondants est re´alise´ par l’isomorphisme entre C
et C ′ qui donne l’e´quivalence. En particulier, si C = C ′, alors le passage
entre les deux graphes est donne´ par un e´le´ment de Aut(C).
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4.2. Degre´ des morphismes de Belyi.
De´finition 4.1. Soit C une courbe alge´brique de´finie sur un corps de
nombres. On appelle degre´ de Belyi de C le nombre
B(C) = min
{
deg β / β : C → P1 morphisme de Belyi} .
On appelle b(C) = logB(C) le degre´ de Belyi logarithmique de C.
Il est e´vident que B(P1) = 1. En ge´ne´ral on a
The´ore`me 4.3 ([7]). Fixons un re´el M > 1. L’ensemble des courbes C
(non-isomorphes) de´finies sur Q, de degre´ de Belyi B(C) ≤ M est fini.
Plus pre´cise´ment,
#
{
C courbe sur Q / B(C) ≤M} ≤ 2 [M ]∑
d=1
[ d2 ]∑
g=0
d−2g+1∑
n=1
G∗g(n, d)
ou` G∗g(n, d) est le nombre de dessins a` n sommets et d areˆtes sur une surface
topologique de genre g, tels que tout cycle ait un nombre pair d’areˆtes.
De´monstration. ([7]) Soit d ∈ Z>0, d ≤ M fixe´, β : C → P1 un
morphisme de Belyi pur, de degre´ 2d, et g le genre de C. En utilisant la
formule de Hurwitz on obtient g ≤ d2 , donc un nombre fini de mode`les
topologiques possibles pour la courbe C.
Sur chaque mode`le l’ensemble des dessins avec un nombre donne´ de som-
mets et areˆtes est fini. La correspondance de Grothendieck et la Remarque
4.2 impliquent la finitude dans l’e´nonce´.
Pour rendre effectives ces conside´rations, on remarque que le graphe cor-
respondant a` un morphisme pur de degre´ 2d, de´fini sur une courbe de genre
g, a au plus d− 2g + 1 sommets. On obtient
# {C / B(C) ≤M} ≤ 2#{C / ∃β : C → P1 pur, deg β ≤ 2M}
≤ 2
[M ]∑
d=1
[ d2 ]∑
g=0
d−2g+1∑
n=1
G∗g(n, d) .
Un e´nonce´ du type “l’ensemble des courbes C non-isomorphes de´finies
sur un corps de nombres K, de degre´ de Belyi B(C) ≤M est fini” n’est pas
vrai. Il suffit de regarder les courbes planes dy2 = F (x), ou` F ∈ K[X] est
fixe´, de degre´ supe´rieur a` 3 et d est un entier positif sans facteurs carre´s. On
obtient une infinite´ de courbes non-isomorphes sur K, mais avec le meˆme
degre´ de Belyi, puisqu’elle sont isomorphes sur Q.
Remarque 4.4. On peut envisager plusieurs possibilite´s de de´finir un inva-
riant avec une telle proprie´te´ de type Northcott. Une telle de´finition devra
VALUATIONS, INTERSECTIONS ET FONCTIONS DE BELYI 23
prendre en compte des proprie´te´s arithme´tiques des morphismes de Belyi.
Par exemple une possible de´finition d’une “hauteur de Belyi” serait
hB(C) = b(C) + logDK
ou` DK est le discriminant du corps de de´finition d’un morphisme de Belyi
de degre´ minimal, ou une quantite´ lie´e a` ce discriminant.
Une autre manie`re de determiner une telle hauteur serait le calcul, dans
le sens d’Arakelov, de la hauteur du graphe du morphisme de Belyi C → P1
de degre´ minimal dans le produit C × P1. ♦
On peut de´finir aussi le degre´ de Belyi des points alge´briques sur une
courbe de´finie sur un corps de nombres :
De´finition 4.2. Soit C une courbe de´finie sur Q et a ∈ C(Q). On note
Ba :=
{
β : C → P1 ∗ -morphisme de Belyi / a ∈ β−1 {0, 1,∞}}
et
(4.24) B(a) = min {deg (β) / β ∈ Ba} .
On appelle B(a) le degre´ de Belyi de a. On appelle b(a) = logB(a) le degre´
de Belyi logarithmique de a.
Exemple 4.1. Si a = mm+n ,m, n ∈ Z+, le morphisme
(4.25) β(x) =
(m+ n)m+n
mmnn
xm(1− x)n
est dans Ba, et on a, dans ce cas B(a) ≤ H(a) = m + n, ou` H(a) est la
hauteur normalise´e non-logarithmique de a.
The´ore`me 4.4 ([7]). Soient C une courbe de´finie sur Q et M > 1 fixe´.
L’ensemble des points a ∈ C (Q) de degre´ de Belyi B(a) < M est fini.
On peut donner une estimation du cardinal de cet ensemble, en fonction
du nombre de dessins sur le mode`le topologique de C, avec un nombre fixe´
de sommets et d’areˆtes, tels que tout cycle ait un nombre pair d’areˆtes.
Exemple 4.2. Soit µ l’ensemble des racines de l’unite´. Alors, pour tout
ρ ∈ µ, H(ρ) = 1, mais pour tout M > 1 fixe´,
#{ρ ∈ µ / B(ρ) < M} <∞.
L’ine´galite´ B(ρ) ≤ H(ρ) n’est donc vraie que pour un nombre fini de racines
de l’unite´.
Le the´ore`me suivant fournit une majoration du degre´ de Belyi d’un
point alge´brique d’une courbe C en fonction de sa hauteur et de son degre´
alge´brique.
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The´ore`me 4.5 ([7]). Soient C une courbe de´finie sur un corps de nombres
K, de degre´ de Belyi B(C), et β : C → P1 un morphisme du Belyi qui
re´alise le minimum du degre´, deg β = B(C). Soient L = β∗O(1), (X ,L) un
mode`le propre de (X,L) sur SpecOK et L le faisceau inversible hermitien
dont les me´triques a` l’infini sont les images inverses des me´triques usuelles
sur O(1). Si a ∈ C(Q), H = exp (hL(a)) et d = [Q(β(a)) : Q], alors
(4.26) B(a) < B(C)
[(
d∏
i=1
(i+ 1)6
i−1(i!)
)
H6
d−1(d!)2
](d+2)(d+5)
.
Remarque 4.5. Dans le the´ore`me pre´ce´dent d ≤ [Q(a) : Q] · d′, ou` d′ est
le degre´ du corps de de´finition de β. On voit aussi dans ce contexte l’inte´reˆt
de choisir un tel β de´fini sur un corps de nombres “petit”. ♦
Pour en savoir plus
Le the´ore`me de Belyi [3] est connu comme un des re´sultats les plus surpre-
nants de la ge´ome`trie arithme´tique, tant par son e´nonce´ que par l’inge´niosite´
de sa de´monstration. Ce fait a e´te´ re´marque´ par Grothendieck en [5], qui
de´crit aussi la correspondance entre les fonctions de Belyi et les dessins
d’enfants. Les de´tails de cette correspondance peuvent eˆtre trouve´s dans
[9].
Le fait que les morphismes de Belyi et plus pre´cise´ment leur degre´ peuvent
eˆtre utilise´s pour prouver des re´sultats concernant la hauteur a e´te´ remarque´
dans plusieurs textes. On se contente ici de mentionner [4]. La plupart des
re´sultats concernant le de´gre´ des morphismes de Belyi sont contenus dans
[7]. Certains d’entre eux ont e´te´ obtenus inde´pendamment dans [6].
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